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Jednak pierwsze systematyczne obliczenia 1 sg dzielem
Archimedesa. Zauwazyt on rzecz nastepujaca: jesli narysu-
je sie¢ dwa regularne wielokaty, na przyktad dwa kwadraty,
w ten sposob, ze mniejszy wierzchotkami swoich katow lezy
dokladnie na okregu, wiekszy za$ swoimi bokami dotyka
tegoz okregu, opisujac go od zewnatrz, to jesli coraz bar-
dziej zwigksza si¢ liczbe katow tych figur, ,wciskajac” w nie
okrag, réznica miedzy figurg zewnetrzng a wewnetrzng
staje si¢ coraz mniejsza; wowczas obliczenie $redniej z ob-
wodow tych dwoch figur pozwala coraz bardziej zblizy¢ sig
do wartosci mt. Na rysunkach wyglada to tak: szary ,,obszar
bledu” zmniejsza si¢ wraz ze zwigkszajaca si¢ liczba katow.

Najprostszym sposobem obliczenia 1 byloby wigc oblicze-
nie obwodu wielokata o jak najwiekszej liczbie katow. Nie-
stety, nie jest to takie proste — dla wiekszosci z nich nie ma
prostych algebraicznych wzordw, nie obejdzie si¢ wiec bez
sinusow i cosinusow.

Jednak juz Archimedes wiedzial, Ze jesli zna sie¢ obwod
wielokata o liczbie katow #, dos¢ fatwo mozna obliczy¢ ob-
wod wielokata o liczbie katow 2n. Trzeba tylko pobawi¢ sie
troche twierdzeniem Pitagorasa.

Jesli spojrze¢ na okrag o promieniu 1, to jego obwod wy-
nosi 2m. Poniewaz znana jest dtugos$¢ bokow, a tym samym
obwdd n-wielokata, to kazdy z jego wewnetrznych katéw
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trzeba podzieli¢ jeszcze raz na dwa, tak, aby otrzymac wie-
lokat o liczbie bokéw 2x.

Figura taka przypomina latawiec, w ktdrego srodku pro-
mient MB i odcinek AC przecinajg si¢ pod katem prostym.
Niewiadoma, ktorej szukamy, to s, . Odcinek ten jest diuz-

szym bokiem matego tréjkata prostokatnego, w zwiazku
z czym zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa

(520)" = (%)+ &’

Wartos¢ s, powinna by¢ znana, ale jaka jest warto$¢ d?
Wartos¢ ta wystepuje takze we wzorze dotyczacym duze-

go tréjkata, jako 1-d, ktdéry oprdécz tego zawiera jedynie
znane wartosci
2
2 (s
1=(1-d) + (—")
(- ay+ [

Jesli pomnozy¢ to wszystko i troche poprzenosi¢, to otrzy-
mamy
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2
d>-2d +3 =0
4

To za$ mozna rozwigzac ze wzgledu na d sposobem przed-
stawionym na s. 225.

Réwnanie to ma dwa rozwigzania, jednak nas interesuje
tylko to ze znakiem minus, poniewaz d w sposob oczywisty
jest mniejsze niz 1. Wzor robi sie coraz bardziej skompli-
kowany, ale prosze jeszcze troche wytrzymaé. W réwnaniu
nas, wystepuje d’, czyli

2
2 2 2
d2=(1— 1—5”)=1_2. /1_SL+1_Sﬂ
4 4 4

Na szcze$cie wszystko sie upraszcza, kiedy zastosujemy
wzornas,

2 2 2 2
S N A Y T R
4 4 4 4

32
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Caly czas mowimy, ze warto$¢ s jest znana. Zacznijmy
wiec od jakiegos n-wielokata, w ktérym tatwo obliczyc¢ s ,
na przyklad dla n réwnego 4.

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa

2 2 2
Sy + 8, =2

to znaczy

542= 2

se= V2

Polowa obwodu tego kwadratu jest naszym pierwszym
przyblizeniem m, a t¢ uzyskuje sie, mnozac jeden bok
przez 2

U, = 22 =282...

Prawda, niezbyt to dokladne przyblizenie. Ale teraz, krok
po kroku, mozemy wyznacza¢ wielkosci s, s i tak dalej,
i podstawiac je:
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4.2 -2 = 306l...

Ug=8-y2 - V2 ++2 =3121...
U32=16-\’2— 2+2++2 =3,136...

Prosty wzorzec! Pod tym ,pierwiastkiem fancuchowym”
mamy coraz wiecej dwojek, a wynik jest coraz wiekszy,
cho¢ pozostaje mniejszy niz n (poniewaz wielokat znajdu-
je sie wewnatrz okregu), jednoczesnie jednak coraz bar-
dziej zblizamy sie do wartosci m. W takim wypadku méowi
sie: warto$¢ tego réwnania dazy do m. Teoretycznie rzecz
biorac, wystarczy tylko liczy¢ coraz dalej, aby uzyska¢ do-
wolng liczbe cyfr po przecinku w . Niestety, tylko teore-
tycznie. Gdyby bowiem sprébowa¢ wrzuci¢ ten wzoér do
tabeli w Excelu, to zobaczyliby$my, ze najpierw jesteSmy
coraz blizej prawidlowej warto$ci, w ktérym$ momencie
nawet do o$miu miejsc po przecinku. Jednak potem wynik
liczbowy stawalby si¢ wigkszy niz ,,prawdziwa’ m, co jest
wlasciwie niemozliwe; raz wartos¢ ta dochodzi nawet do 4,
a potem nagle spada do 0. Co si¢ dzieje? Boki n-wielokata
staja si¢ coraz krotsze. W wyrazie

2 -4 -s?

pod pierwiastkiem znajduje si¢ liczba tylko odrobing
mniejsza niz 4. W zwiazku z tym caly wyraz zbliza sie co-
raz bardziej do 0. I to si¢ zgadza, w koncu boki sa coraz
krotsze, mnozymy je przez coraz wieksza liczbe. Jednak
w pewnym momencie komputer, ktéry oblicza wszystko
tylko do pewnego miejsca po przecinku, zaczyna zaokra-
gla¢ te wartosci do zera. I wtedy oczywiscie mozna mno-
zy¢, ile sig chce, zero pozostanie zerem.
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Istnieja ciagi dazace do m, ktére nie s3 tak wrazliwe na
zaokraglanie, jak ten. Ale bylo, nie bylo - za pomoca
bardzo prostych srodkéw matematycznych udalo nam
sie obliczy¢ m do o$miu miejsc po przecinku! Liczbe nt
mozna przedstawi¢ takze jako nieskonczonuy szereg,
czyli jako sume nieskonczonej liczby skladnikéw. Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646-1716) znalazl nastepujacy
szereg:

1 1 1
—+— - — + ...

1 1

5 9 11 13 15
A wiec odwrotnosci wszystkich liczb nieparzystych, opa-
trywanych zamiennie znakiem plus i znakiem minus. (To
bardzo wazne - gdyby wszystkie mialy znak plus, ich suma
rostaby do nieskonczonosci!).

Ten, kogo dziwi ten sposéb przedstawienia m, zdziwi sie
jeszcze bardziej, gdy zobaczy, co wykombinowal Leonhard
Euler (1707-1783) - wykazujac przy okazji dziwny zwia-
zek miedzy m a liczbami pierwszymi.

Euler okreslit powyzszy szereg jako A. Nastepnie podzielit
wszystko przez 3

1 1 1 1 1 1 1
= — == —+— - — +..

9 15 21 27 33 39 45

Teraz trzeba doda¢ obydwa ciagi - i wida¢, ze wszystkie
elementy dolnego ciagu pojawiajg sie w gornym, tylko
z odwrotnym znakiem. Odpadajg wigc te elementy ciagu,
ktérych mianownik jest podzielny przez 3

1+l)-A=1+l—l—l+l+i—L—i...
3 5 7 1 13 17 19 23




